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Luku 1
Johdanto
Tämä pro gradu -tutkielmani käsittelee joukkojen ositusta. Matametiikassa joukkojen
osituksella tarkoitetaan joukon alkioiden jakamista epätyhjiin osajoukkoihin niin, että jo-
kainen alkio kuuluu yhteen ja vain yhteen osajoukkoon. Tutkielmassani esittelen kolmet
erilaiset luvut, joiden avulla joukkojen osituksia voidaan laskea. Nämä luvut ovat Stirlin-
gin luvut, Bellin luvut sekä Catalanin luvut.
Tutkielman aluksi, luvussa kaksi, käyn läpi muutamia kombinatoriikan peruskäsitteitä,
joita käytetään tutkielman todistuksissa myöhemmin tai joiden muistaminen on edellytys
tutkielman ymmärtämiselle.
Kolmas luku käsittelee Stirlingin lukuja. Stirlingin lukuja on olemassa kahdet, ensim-
mäiset ja toiset luvut. Tässä tutkielmassa käsittelen vain Stirlingin toisia lukuja. Stirlin-
gin toiset luvut kertovat, kuinka monella eri tavalla n-alkioinen joukko voidaan osittaa
k epätyhjäksi osajoukoksi. Stirlingin toisia lukuja merkitään S(n, k) tai
{
n
k
}
, missä n
joukon alkioiden lukumäärä ja k ilmaisee kuinka moniosaisia osituksia halutaan. Tämän
luvun aluksi esittelen henkilöhistoriaa matemaatikko James Stirlingistä, jonka mukaan
Stirlingin luvut ovat saaneet nimensä. Tämän jälkeen käyn läpi Stirlingin toisten lukujen
määritelmän sekä joitakin Stirlingin lukujen toteuttamia rekursiokaavoja ja muodostan
generoivan funktion Stirlingin toisille luvuille.
Neljännessä luvussa käsittelen Bellin lukuja. Bellin luvut puolestaan kertovat, kuin-
ka monella eri tavalla n-alkioinen joukko voidaan osittaa, kun lasketaan yhteen kaikkien
mahdollisten erikokoisten ositusten lukumäärä. Bellin luvuista käytetään merkintää Bn
ja ne voidaan ilmaista Stirlingin toisten lukujen summana. Tässä luvussa esittelen hen-
kilöhistoriaa matemaatikko Eric Temple Bellistä, jonka mukaan Bellin luvut ovat saa-
3
neet nimensä. Tämän jälkeen käyn läpi Bellin lukujen määritelmän sekä Stirlingin toisten
lukujen summana että käyttäen Dobinskin kaavaa. Tässä luvussa todistan myös Bellin
lukujen toteuttamia rekursiokaavoja ja muodostan generoivan funktion Bellin luvuille.
Lopuksi esittelen Bellin kolmion, jonka kyljiltä Bellin luvut löytyvät ja joka on saanut
nimensä läheisestä yhteydestään Bellin lukuihin.
Viides luku käsittelee Catalanin lukuja. Catalanin luvut ovat joukko luonnollisia lu-
kuja. Ne esiintyvät kombinatoriikassa usein erilaisissa laskentaongelmissa, jotka liittyvät
rekursiivisiin objekteihin. Catalanin luvut ovat saaneet nimensä matematiikko Eugène
Charles Catalanin mukaan, mutta todellisuudessa ne ovat matemaatikko Leonhard Eu-
lerin keksimät. Catalanin luvuista käytetään merkintää Cn ja ne kertovat tiettyjen on-
gelmien ratkaisujen lukumääriä. Tässä luvussa esittelen henkilöhistoriaa matemaatikko
Eugène Charles Catalanista. Määrittelen myös Catalanin luvut matemaattisesti ja muo-
dostan niille generoivan funktion. Luvun lopussa esittelen Catalanin kolmion sekä joitakin
Catalanin lukujen mielenkiintoisista sovelluksista.
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Luku 2
Perusteita
Tässä luvussa kerrataan muutamia kombinatoriikan peruskäsitteitä. Merkitään n-alkioista
joukkoa symbolilla [n] = {1, 2, . . . , n}, kun n ≥ 1. Vastaavasti esimerkiksi 5-alkioinen
joukko [5] = {1, 2, 3, 4, 5}. Tämän luvun määritelmät ovat lähteistä [4] ja [12].
2.1 Summa- ja tuloperiaate
Määritelmä 2.1. Jos jokin tehtävä voidaan suorittaa k:lla toisensa poissulkevalla tavalla
ja tavalla i on ni eri tulosmahdollisuutta, niin kaikkien tulosvaihtoehtojen määrä on
n1 + n2 + · · ·+ nk.
Määritelmä 2.2. Jos jokin tehtävä voidaan suorittaa k:ssa vaiheessa ja vaiheessa i =
1, . . . , k on eri vaihtoehtoja ni kappaletta, niin koko tehtävän eri tulosvaihtoehtojen mää-
rä on
n1 · n2 · · · nk.
2.2 Osajoukoista
Joukko A on joukon B osajoukko täsmälleen silloin, kun jokainen A:n alkio kuuluu jouk-
koon B. Toisin sanoen, joukon [n] k-osajoukko saadaan valitsemalla k mielivaltaista al-
kiota joukosta [n] (0 ≤ k ≤ n).
Binomikerroin
(
n
k
)
osoittaa, miten monella tavalla joukko [n] voidaan osittaa k-alkioisiksi
osajoukoiksi.
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Määritelmä 2.3. Kun n, k ∈ N, 0 ≤ n ja 0 ≤ k ≤ n, niin(
n
k
)
=
n!
k!(n− k)! .
Huomautus 2.4.
(
n
0
)
=
(
n
n
)
= 1, kun n ≥ 0, ja (n
k
)
= 0 aina, kun n ≤ k.
2.3 Osituksista
Joukon A ositus on joukko A:n epätyhjiä osajoukkoja, joissa jokainen A:n alkio a kuuluu
täsmälleen yhteen näistä osajoukoista.
Määritelmä 2.5. Joukkoa P = {Ai | i ∈ I} sanotaan joukon [n] ositukseksi, jos se
toteuttaa seuraavat ehdot:
1. Ai 6= ∅,
2. [n]=
⋃
i∈I Ai,
3. Ai ∩ Aj = ∅, kun i 6= j ja i, j ∈ I.
I on mielivaltainen indeksijoukko. Joukkoja Ai taas kutsutaan osituksen P luokiksi.
Määritelmä 2.6. Jonoa ( A1, A2, . . . , Ak ) sanotaan joukon [n] järjestetyksi k-ositukseksi,
jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
1. [n] =
⋃k
i=1Ai,
2. Ai ∩ Aj = ∅, kun i 6= j ja i, j ∈ [k].
Esimerkki 2.7. Joukon [4] kaikki mahdolliset erikokoiset ositukset ovat
({1, 2, 3, 4}),
({1, 2, 3}, {4}), ({1, 2, 4}, {3}), ({1, 3, 4}, {2}), ({2, 3, 4},
{1}), ({1, 2}, {3, 4}), ({1, 3}, {2, 4}), ({1, 4}, {2, 3}),
({1, 2}, {3}, {4}), ({1, 3}, {2}, {4}), ({1, 4}, {2}, {3}),
({2, 3}, {1}, {4}), ({2, 4}, {1}, {3}), ({3, 4}, {1}, {2}),
({1}, {2}, {3}, {4}).
Esimerkki 2.8. Joukon [4] 3-osaiset ositukset ovat
({1, 2}, {3}, {4}), ({1, 3}, {2}, {4}), ({1, 4}, {2}, {3}),
({2, 3}, {1}, {4}), ({2, 4}, {1}, {3}), ({3, 4}, {1}, {2})
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2.4 Generoivat funktiot
Määritelmä 2.9. Generoiva funktio lukujonolle (an)∞n=0 on potenssisarja
a(x) =
∞∑
n=0
anx
n.
Määritelmä 2.10. Eksponentiaalinen generoiva funktio lukujonolle (an)∞n=0 on potenssi-
sarja
a(x) =
∞∑
n=0
an
n!
xn.
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Luku 3
Stirlingin toiset luvut
Tässä luvussa määrittelen Stirlingin toiset luvut, jotka kertovat, kuinka monella eri tavalla
n-alkioinen joukko voidaan osittaa k erilliseksi epätyhjäksi osajoukoksi. Lisäksi esittelen
ja todistan Stirlingin toisten lukujen toteuttamia rekursiokaavoja ja muodostan sekä to-
distan eksponentiaalisen generoivan funktion Stirlingin toisille luvuille.
Tässä luvussa aliluku 3.1 on lähteestä [11], aliluku 3.2 on lähteistä [4] ja [12], aliluku
3.3 on lähteistä [1] ja [4] ja aliluku 3.4 lähteestä [12].
3.1 James Stirling (16921770)
Stirlingin luvut ovat saaneet nimensä skotlantilaisen matemaatikon James Stirlingin mu-
kaan. James syntyi toukokuussa 1692 Skotlannissa, Stirlinghiressä, ja oli Archibald Stir-
lingin kolmas poika.
James aloitti opintonsa Skotlannissa, Glasgow Yliopistossa, mutta 18 vuoden iässä
hän lähti Englantiin ja aloitti opinnot Oxfordin yliopiston Balliol Collegessa. Balliolissa
James valittiin yhdeksi stipendin saajaksi Earl of Marin (John Erskine) toimesta. Vuonna
1715 James kuitenkin erotettiin Balliolista, sillä hänellä oli yhteyksiä Keirin ja Gardenin
sukuihin, joiden tiedettiin tukevan Jakobiitteja ja heidän epäiltiin avustaneen kapinoissa
vuonna 1708.
Oxfordista James suuntasi Venetsiaan, jossa hän työskenteli matematiikan professori-
na. Vuonna 1717 ilmestyi Stirlingin kirja Lineae tertii ordinis Newtonianae, sive illustra-
tio tractatus d. Neutoni de Enumeratione linearum tertii ordinis. Cui subjungitur, solutio
trium problematum. Venetsiassa James kommunikoi myös Isaac Newtonin kautta Royal
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Societyn ("Englannin kuninkaallinen luonnontieteiden akatemia") kanssa ja toimitti heil-
le artikkelin Methodus diﬀerentialis Newtoniana illustrata.
Vuonna 1725 James palasi Lontooseen Newtonin avulla. Lontoossa James vietti seu-
raavat kymmenen vuotta omistaen aikansa aktiivisesti matematiikalle ja kommunikoiden
muiden matemaatiikkojen, erityisesti Isaac Newtonin, kanssa. Lontoossa ollessaan Stirling
myös opetti matematiikkaa William Wattin Akademiassa Little Tower Streetillä, joka oli
yksi Lontoon menestyneimmistä kouluista. Vuonna 1730 James julkaisi tärkeimmän teok-
sensa Methodus diﬀerentialis, sive tractatus de summatione et interpolatione serierum
inﬁnitarum.
Vuonna 1735 Stirling palasi Skotlantiin, jossa hän otti johtaakseen konkurssin partaal-
la olleen Scotch Mining Companyn Leadhillsissä. Seuraavat vuodet James omistautui yri-
tyksen johtamiselle. Vuonna 1745 Stirling julkaisi artikkelin kaivoksien tuuletuskuiluista.
Stirling ei kuitenkaan luopunut intohimostaan matematiikkaan siirtyessää Scotch Mining
Companyn johtoon. James kirjoitti edelleen muistiinpanojaan vuosina 17301745, mutta
näitä ei julkaistu. Stirling kuoli joulukuussa vuonna 1770 Edinburghissa.
3.2 Stirlingin toisten lukujen määritelmä
Stirlingin toisia lukuja merkitään S(n, k) tai
{
n
k
}
, missä n joukon alkioiden lukumäärä
ja k ilmaisee kuinka moniosaisia osituksia halutaan.
Määritelmä 3.1. Stirlingin toinen luku S(n, k) =
{
n
k
}
on joukon [n] k-ositusten luku-
määrä.
Esimerkki 3.2. Esimerkin 2.8 perusteella S(4, 3) = 6, eli joukolla [4] on kuusi mahdollista
3-osaista osistusta.
Esimerkki 3.3. S(n, 0) = 0, kun n ≥ 0, ja S(n, k) = 0, kun n ≤ k. Lisäksi S(0, 0) = 1.
Esimerkki 3.4. Taulukossa 3.1 on esitetty Stirlingin toisten lukujen arvot, kun
0 ≤ k ≤ 10 ja 0 ≤ n ≤ 10.
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k
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0
n 4 0 1 7 6 1 0 0 0 0 0 0
5 0 1 15 25 10 1 0 0 0 0 0
6 0 1 31 90 65 15 1 0 0 0 0
7 0 1 63 301 350 140 21 1 0 0 0
8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0 0
9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 0
10 0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1
Taulukko 3.1: Stirlingin toisia lukuja S(n, k)
Lause 3.5. Jos n ≥ k ≥ 1, niin
S(n, k) =
1
k!
k∑
i=0
(−1)(k−i)
(
k
i
)
in.
Todistus. Yhtälön oikealta puolelta löytyvä summalauseke kertoo surjektioden lukumää-
rän joukolta [n] joukolle [k], sillä surjektio f : [n] → [k] voidaan esittää jonona f =
f([n]) = (f(1), f(2), . . . , f(n)), kun f(i) ∈ [k], i = 1, 2, . . . , n, ja joukon [k] jokainen jäsen
esiintyy jonossa f([n]) ainakin kerran. Tällöin riittää siis osoittaa, että surjektioden mää-
rä joukolta [n] joukolle [k] on k!S(n, k).
Nämä surjektiot voidaa muodostaa seuraavalla tavalla. Tehdään ensin joukon [n] k-ositus.
Tämä voidaan tehdä Stirlingin toisen luvun S(n, k) ilmaisemalla tavalla. Tämän jälkeen
kuvataan osituksen ensimmäisen osan alkiot joukon [k] alkioille i1, toisen osan alkiot jou-
kon [k] \ {i1} alkioille i2 ja niin edelleen aina k:nnenteen osaan asti. Nämä kuvaukset
voidaan siis tehdä k! tavalla, joten tuloperiaatteen nojalla surjektioiden lukumäärä on siis
k!S(n, k).
3.3 Rekursiokaavat
Lause 3.6. S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k), n ≥ k ≥ 1.
Todistus. Kaavan vasemman puolen Stirlingin toinen luku S(n, k) ilmaisee joukon [n] sel-
laisten ositusten lukumäärän, joissa on k osaa. Joukko [n] voidaan osittaa näin kahdella
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eri tavalla.
1) Mikäli ositus sisältää n:nännen alkion oma osajoukkonaan, {n}, niin loput k − 1 osi-
tuksen osaa muodostavat osituksen joukolle [n− 1]. Näiden ositusten lukumäärä saadaan
määritelmän 3.1 mukaan Stirlingin toisesta luvusta S(n− 1, k − 1).
2) Mikäli ositus ei sisällä osajoukkoa {n} omana yksiönään, on n:näs alkio sijoitettu sa-
maan osituksen osaan joidenkin muiden alkioiden kanssa. Joukko [n− 1] voidaan osittaa
k osaa S(n− 1, k) tavalla. Tämän jälkeen meillä on k eri vaihtoehtoa sijoittaa joukon [n]
n:näs alkio johonkin näistä osituksista. Näin ollen tuloperiaatteen nojalla tällaisia osituk-
sia on kS(n− 1, k) kappaletta.
Summaperiaatteen nojalla saamme siis, että
S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k).
Lause 3.7. Stirlingin toiset luvut toteuttavat rekusrsiokaavan
S(n+ 1, k) =
{
n+ 1
k
}
= k
{
n
k
}
+
{
n
k − 1
}
,
kun k, n > 0.
n+ 1. -alkioisen joukon k-ositus sisältää n+ 1:sen alkion joko osajoukkona, jossa n+ 1:s
alkio on ainoana alkiona tai n+1:s alkio on voitu osittaa osajoukkoon, johon sisältyy myös
muita alkioita. Mahdollisia osituksia, joissa n+1:s alkio on yksiönä on
{
n
k − 1
}
kappaletta,
sillä muut n alkiota täytyy osittaa jäljellä oleviin k−1:teen osajoukkoon. Jos n+1:nes alkio
taas on ositettu samaan osajoukkoon muiden alkioiden kanssa, näitä mahdollisia osituksia
on k
{
n
k
}
kappaletta, sillä tällöin ositetaan kaikki muut alkiot, poislukien n+1:nes alkio,
k:hon osajoukkoon. Tämän jälkeen on jäljellä k eri mahdollisuutta sijoittaa n + 1:nes
alkio näihin osajoukkoihin. Näin ollen [n+1]-alkioinen joukko voidaan osittaa k erilliseksi
epätyhjäksi osajoukoksi k
{
n
k
}
+
{
n
k − 1
}
eri tavalla, joten saadaan, että
S(n+ 1, k) = k
{
n
k
}
+
{
n
k − 1
}
.
Huomautus 3.8. Jos k = n = 0, niin
{
0
0
}
= 1, ja jos k = 0 ja n > 0, niin
{
n
0
}
=
{
0
n
}
= 0.
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Stirlingin toiset luvut toteuttavat myös seuraavat vastaavat rekursiokaavat.
Lause 3.9. {
n+ 1
k + 1
}
=
n∑
j=k
(
n
j
){
j
k
}
.
Lause 3.10. {
n+ 1
k + 1
}
=
n∑
j=k
(k + 1)n−j
{
j
k
}
.
Lause 3.11. {
n+ k + 1
k
}
=
k∑
j=0
j
{
n+ j
j
}
.
Koska nämä ovat samantapaisia kuin lauseessa 3.7 esitetty rekursiokaava, sivuutamme
näiden todistukset.
3.4 Generoiva funktio Stirlingin toisille luvuille
Lause 3.12. Stirlingin luvuille eksponentiaalinen generoiva funktio on∑
n≥k
S(n, k)
xn
n!
=
(ex − 1)k
k!
.
Todistus. Jos k = 0, niin
S(n, 0) =
∑
n≥0
xn
n!
= 1.
Merkitään
Fk(x) =
∑
n≥k
S(n, k)
xn
n!
= k
∑
n≥k
S(n− 1, k)x
n
n!
+
∑
n≥k
S(n− 1, k − 1)x
n
n!
.
Tällöin
F ′k(x) = k
∑
n−1≥k
S(n− 1, k) x
n−1
(n− 1)! +
∑
n≥k
S(n− 1, k − 1) x
n−1
(n− 1)!
= k
∑
n≥k
S(n, k)
xn
n!
+
∑
n−1≥k−1
S(n− 1, k − 1) x
n−1
(n− 1)!
= kFk(x) + Fk−1(x).
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Nyt jos k = 1, niin
S(n, 1) =
∑
n≥1
xn
n!
= e− 1,
joten saadaan, että
F ′k(x) = kFk(x) +
1
(k − 1)!(e
x − 1)k−1.
Näin ollen
Fk(x) =
1
k!
(ex − 1)k.
Tämä ratkaisu on yksikäsitteinen, sillä xn:n kerroin on 1
k!
.
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Luku 4
Bellin luvut
Tässä luvussa määrittelemme Bellin luvut, jotka kertovat kuinka monella eri tavalla n-
alkioinen joukko voidaan osittaa, kun lasketaan yhteen kaikkien mahdollisten erikokoisten
ositusten lukumäärä. Lisäksi esittelen ja todistan Bellin lukujen toteuttamia rekursiokaa-
voja ja muodostan sekä todistan eksponentiaalisen generoivan funktion Bellin luvuille.
Lopuksi esittelen Bellin kolmion.
Tässä luvussa aliluku 4.1 on lähteestä [9], aliluku 4.2 on lähteistä [4], [7] ja [16], aliluku
4.3 on lähteistä [8], [2] ja [14], aliluku 4.4 on lähteestä [6] ja aliluku 4.5 on lähteestä [13].
4.1 Eric Temple Bell (18831960)
Bellin kolmio on saanut nimensä läheisestä yhteydestään Bellin lukuihin, jotka on ni-
metty skotlantilais-amerikkalaisen matemaatikon ja tieteiskirjailijan Eric Temple Bellin
mukaan. Eric Temple Bell syntyi Skotlannissa, Aberdeenissä, 7. helmikuuta 1883. Perhe
muutti Kaliforniaan Ericin ollessa viidentoista kuukauden ikäinen. Isän kuoleman jälkeen
tammikuussa 1896 Eric palasi takaisin Englantiin äitinsä ja sisarustensa kanssa.
Vuonna 1898 Eric aloitti opintonsa Bebford Modern School'ssa, jossa Eric sai innostuk-
sensa lukuteoriaan. Opettajansa Edward Mann Langley kannustaman Eric päätti jatkaa
matematiikan opintojaan Stanfordin yliopistossa. Vuonna 1902 Bell palasi Yhdysvaltoi-
hin ja aloitti opintonsa Stanfordin yliopistossa. Opintojen ohella Bell elätti itsensä opet-
tamalla yksityisessä valmentavassa koulussa. Vuonna 1907 Bell aloitti maisteriopintonsa
Washingtonin yliopistossa Seattlessa. Keväällä 1908 Bell muutti San Josèen, jossa hän
kirjoitti ensimmäisen tieteisromaaninsa saadakseen rahaa. Vuosina 19091911 Bell toimi
opettajana Yrekan lukiossa Californiassa. Vuonna 1912 Bell valmistui tohtoriksi Colum-
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bian yliopistosta vain vuoden opintojen jälkeen.
Vuonna 1912 Bell aloitti opettajana Washingtonin yliopistossa, jossa hän seuraavien
neljäntoista vuoden aika yleni aina professoriksi asti. Washingtonin yliopistossa Bell sai
myös maineensa Yhdysvaltojen parhaana matemaatikkona. Suurin osa Bellin tutkimuksis-
ta käsitteli lukuteoriaa, matematiikan osa-aluetta, joka oli Bellille kaiken rakkain. Vuonna
1924 American Mathematical Society (AMS) palkitsi Bellin Bôcher Memorial -palkinnolla.
Vuonna 1924 Bell pääsi AMS:n valtuustoon ja hänestä tuli yhdistyksen varapresidentti
vuonna 1926. Bôcher palkinnon ja nousevan suosionsa johdosta Bell sai professuuritar-
jouksia useista yliopistoista. Bell ei torjunut eikä hyväksynyt työtarjouksia, vaan halusi
pitää kaikki mahdollisuudet avoimena. Vuonna 1926 Bell otti vastaan matematiikan pro-
fessuurin Californiasta yksityisestä yliopistosta (California Institute of Technology), josta
hän jäi eläkkeelle vuosi ennen kuolemaansa.
Uransa aikana Bell kirjoitti useita suosittuja teoksia matematiikan historiasta. Hän
kirjoitti useita julkaisuja myös esimerkiksi analyyttisestä lukuteoriasta ja Diofantoksen
yhtälöistä. Parhaiten Bell on tunnettu Bellin luvuista ja Bellin polynomeista, jotka kan-
tavat hänen nimeään. Suosituin Bellin teoksista on Man of Mathematics (suom. Matema-
tiikan miehiä). Bell julkaisi myös kuusi tieteisromaania peitenimellä John Taine. Näiden
lisäksi Bell on kirjoittanut myös useita runokokoelmia.
Viimeisen elinvuotensa Bell vietti Watsonvillen sairaalassa, jossa hän käytti päivänsä
lukemalla runoja. Bell kuoli 21. joulukuuta vuonna 1960 77 vuoden ikäisenä.
4.2 Bellin lukujen määritelmä
Bellin lukuja merkitään käyttämällä merkintää Bn. Bellin luvut kertovat, kuinka monella
eri tavalla n-alkioinen joukko voidaan osittaa, kun lasketaan yhteen kaikkien mahdollisten
erikokoisten ositusten lukumäärä. Siis Bellin luku Bn kertoo kuinka monella tavalla [n]-
alkioinen joukko voidaan osittaa.
Bellin luvut voidaan määritellä kahdella tavalla, joko Stirlingin toisten lukujen sum-
mana tai käyttäen Dobinskin kaavaa. Mikäli Bellin luvut määritellään Stirlingin toisten
lukujen summana, saadaan seuraava määritelmä.
Määritelmä 4.1. Bellin luku Bn on joukon [n] kaikkien ositusten lukumäärä
Bn =
n∑
k=0
S(n, k),
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missä S(n, k) on Stirlingin toinen luku.
Bellin luvut toteuttavat myös niin sanotun Dobinskin kaavan, joka määrittää Bellin
luvun Bn Poisson jakauman n:näntenä hetkenä odotusarvolla yksi. Dobinskin kaavasta
saadaan luvuille Bn seuraava määritelmä.
Määritelmä 4.2. Bellin luku Bn on joukon [n] = {1, 2, ..., n} kaikkien ositusten luku-
määrä
Bn =
1
e
∞∑
k=0
kn
k!
=
1
e
(
0n
0!
+
1n
1!
+
2n
2!
+ . . .
)
.
Vaikka tämä määritelmä sisältää äärettömän sarjan ja Bellin luvut Bn ovat aina posi-
tiivisia kokonaislukuja, niin voidaan sitä kuitenkin käyttää laskentakaavana, sillä se sup-
penee nopeasti.
Esimerkki 4.3. Esimerkin 2.7 perusteella B4 = 15, eli joukolla [4] on yhteensä viisitoista
mahdollista ositusta.
Esimerkki 4.4. B0 = 1, sillä tyhjällä joukolla on täsmälleen yksi ositus, ∅. Samoin
B1 = 1, sillä joukolla [1] on myös täsmälleen yksi ositus ({1}).
Esimerkki 4.5. Taulukossa 4.2 on esitetty Bellin lukujen Bn arvot, kun 0 ≤ n ≤ 10.
n Bn
0 1
1 1
2 2
3 5
4 15
5 52
6 203
7 877
8 4140
9 21147
10 115975
Taulukko 4.1: Bellin lukuja Bn
16
Lause 4.6. Kun n ≥ 1,
Bn =
n∑
k=1
(
n− 1
k − 1
)
Bn−k =
n−1∑
j=0
(
n− 1
j
)
Bj.
Todistus. Ensimmäisen yhtälön molemmat puolet määrittävät n-alkioisen joukon osituk-
sia. Vasen puoli lukujen Bn määritelmän nojalla. Oikea puoli taas määrittää nämä osituk-
set n:ksi erilliseksi, kaikki alkiot sisältäväksi alijoukoksi, yhden jokaiselle k = 1, 2, . . . , n,
missä k on sen joukon koko, joka sisältää alkion 1. Määritetään tällaiselle k:lle kaikki osi-
tukset, joissa alkio 1 kuuluu alijoukkoon, jonka koko on k.
1) Valitaan k−1 muuta alkiota joukosta 2, . . . , n ja muodostetaan alijoukko, joka sisältää
alkion 1. Tähän on
(
n−1
k−1
)
mahdollista tapaa.
2) Ositetaan jäljellä olevat n− k alkiota, jollakin Bn−k mahdollisista tavoista.
Tällöin saadaan, että
Bn =
n∑
k=1
(
n− 1
k − 1
)
Bn−k
=
n∑
k=1
(
n− 1
k − k
)
Bn−k
=
(
n− 1
n− 1
)
Bn−1 +
(
n− 1
n− 2
)
Bn−2 + · · ·+
(
n− 1
1
)
B1 +
(
n− 1
0
)
B0
=
(
n− 1
0
)
B0 +
(
n− 1
1
)
B1 + · · ·+
(
n− 1
n− 1
)
Bn−1
=
n−1∑
j=0
(
n− 1
j
)
Bj.
4.3 Rekursiokaavat
Lause 4.7. Bellin luvut toteuttavat rekursiokaavan
Bn+1 =
n∑
k=0
(
n
k
)
Bk.
Todistus. Tämä rekursiokaava saadaan laskemalla joukon [n + 1] osituksia, joissa alkio
n + 1 on samassa joukossa k:n muun alkion kanssa. Sovitaan, että joukon, joka sisältää
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alkion n+1, koko on j, jollakin 1 ≤ j ≤ n+1. k muuta alkiota voidaan valita ( n
j−1
)
tavalla.
Kun nämä alkiot on valittu, jäljelle jääneet n + 1− j alkiota täytyy vielä osittaa. Nämä
voidaan osittaa Bn+1−j tavalla. Näin ollen niitä joukon [n+1] osituksia, joissa alkio n+1
on samassa joukossa k:n muun alkion kanssa on
(
n
j−1
)
Bn+1−j kappaletta. Näin saamme
Bn+1 =
n+1∑
j=1
(
n
j − 1
)
Bn+1−j
=
n+1∑
j=1
(
n
n− j + 1
)
Bn+1−j
=
n∑
k=1
(
n
k
)
Bk
Toinen summakaava esittää jokaisen Bellin luvun Stirlingin toisten lukujen summa-
na, kuten määritelmässä 4.1 näytettiin. Tämä rekursiokaava on suora seuraus Stirlingin
toisten lukujen ja Bellin lukujen määritelmistä. Stirlingin toinen luku S(n, k) määrittää n-
alkioisen joukon kaikki k-ositukset. Bellin luvut määrittävät joukon [n] kaikki mahdolliset
ositukset, jotka saadaan summaamalla joukon [n] kaikki mahdolliset k-ositukset.
Esimerkki 4.8. Joukon [3] 1-osaisia osituksia on yksi kappale, {1, 2, 3}, joten S(3, 1) = 1.
Vastaavasti joukon [3] 2-osaiset ositukset ovat
{{1}, {2, 3}}, {{2}, {1, 3}}, {{3}, {1, 2}},
joten S(3, 2) = 3. Lopuksi joukon [3] 3-osaisia osituksia on myös yksi kappale, {{1}, {2}, {3}},
joten S(3, 3) = 1. Näin ollen
B3 =
3∑
k=1
S(3, k) = S(3, 1) + S(3, 2) + S(3, 3) = 1 + 3 + 1 = 5.
Vuonna 2008 Michael Z. Spivey esitti Bellin luvuille kolmannen summakaavan, joka
yhdistää kaksi edellistä.
Lause 4.9.
Bn+m =
n∑
k=0
m∑
j=0
{
m
j
}(
n
k
)
jn−kBk.
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Todistus. Ositetaan joukkojen [m] ja [n] m+ n alkiota seuraavasti. Ositetaan joukko [m]
tasan j:hin alijoukkoon. Tähän on tasan
{
m
j
}
tapaa. Valitaan k alkiota joukosta [n],
jotka ositetaan uusiksi alijoukoiksi. k:n alkion valintaan joukosta [n] on olemassa tasan(
n
k
)
tapaa ja Bk tapaa osittaa nämä alkiot alijoukkoihin. Loput n − k alkiota jaetaan jo
muodostettuihin j:hin alijoukkoon. Tämä voidaan tehdä jn−k tavalla. On siis olemassa
jn−k
{
m
j
}(
n
k
)
Bk ositusta, jos joukko [m] ositetaan j alijoukkoon ja k alkiota joukosta
[n] ositetaan uusiin alijoukkoihin. Kun summataan kaikki j:n ja k:n mahdolliset arvot,
saadaan kaikki mahdolliset tavat osittaa m+ n alkiota.
4.4 Generoiva funktio Bellin luvuille
Lause 4.10. Bellin luvuille eksponentiaalinen generoiva funktio on
B(x) =
∞∑
n=0
Bn
xn
n!
= ee
x−1.
Todistus. Määritelmän 4.1 perusteella
Bn =
n∑
k=1
S(n, k)
ja määritelmän 3.5 mukaan
S(n, k) =
1
k!
k∑
i=0
(−1)(k−i)
(
k
i
)
in.
Tällöin siis
Bn =
n∑
k=1
S(n, k) =
n∑
k=1
1
k!
k∑
i=0
(−1)(k−i)
(
k
i
)
in.
Nyt saamme generoivalle funtiolle muodon
B(x) =
∞∑
n=0
Bn
xn
n!
=
∞∑
n=0
n∑
k=1
k∑
i=0
(−1)(k−i)(k
i
)
in
n!k!
xn.
Lauseen 3.12 perusteella pätee, että
∞∑
n=0
S(n, k)
xn
n!
=
(ex − 1)k
k!
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ja, koska Bn =
∑n
k=o S(n, k) ja kun k > n, saadaan, että Bn =
∑∞
k=0 S(n, k). Tällöin
∞∑
n=o
Bn
xn
n!
=
∞∑
n=0
∞∑
k=0
S(n, k)
xn
n!
=
∞∑
k=0
∞∑
n=0
S(n, k)
xn
n!
=
∞∑
k=0
(e− 1)k
k!
= e(e
x−1).
4.5 Bellin kolmio
Bellin kolmio on Pascalin kolmiota vastaava luvuista koostuva kolmio. Bellin kolmion
sivuilta löytyvät Bellin luvut, jotka kertoivat kuinka monella tavalla n-alkioinen joukko
voidaan osittaa.
Määritelmä 4.11. Pascalin kolmion n + 1:nnen rivin kohdasta k + 1 saadaan minkä
tahansa n-alkioisen joukon sellaisten osajoukkojen lukumäärä, joissa on k alkiota.
Esimerkki 4.12. Taulukossa 4.2 on Bellin kolmion seitsemän ensimmäistä riviä.
1
1 2
2 3 5
5 7 10 15
15 20 27 37 52
52 67 87 114 151 203
203 255 322 409 523 674 877
Taulukko 4.2: Bellin kolmion seitsemän ensimmäistä riviä
Määritelmä 4.13. Bellin kolmiossa luvuista käytetään merkintää
B′(n, r),
missä n on rivin numero ja r kyseisen rivin r:s luku.
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Esimerkki 4.14. Ensimmäistä Bellin kolmion lukua merkitään B′(0, 0) = 1. Vastaavasti
seuraava luku on B′(1, 0) = 1.
Bellin kolmio muodotetaan sijoittamalla ensimmäinen Bellin luku B′(0, 0) = 1 kol-
mion huipulle riville 0. Seuraavan rivin ensimmäiseksi luvuksi kopioidaan edellisen rivin
oikeanpuoleisin luku. Seuraava luku tällä rivillä saadaan vastaavalla tavalla kuin Pascalin
kolmiossa, eli lasketaan yhteen vasemmanpuoleinen luku ja sen yläpuolella oikealla oleva
luku.
Esimerkki 4.15. Bellin kolmion kolmas luku on B′(0, 0)+B′(1, 0) = B′(1, 1) = 1+1 = 2.
Vastaavasti neljäs luku on B′(2, 0) +B′(1, 0) = B′(2, 1) = 1 + 2 = 3.
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Luku 5
Catalanin luvut
Tässä luvussa määrittelen Catalanin luvut, jotka esiintyvät usein erilaisissa laskentaon-
gelmissa. Catalanin luvut kertovat erilaisten ratkaisujen lukumäärän. Lisäksi muodostan
generoivan funktion Catalanin luvuille. Catalanin luvuista kuitenkin mielenkiintoisempaa
on niiden useat sovellukset, joten käsittelen tässä luvussa pääosin näitä sovelluksia.
Tässä luvussa aliluku 5.1 on lähteistä [5] ja [10], aliluku 5.2 on lähteestä [3], aliluku
5.3 lähteestä [15], aliluku 5.4 lähteistä [5] ja [17] ja aliluku 5.5 lähteestä [5].
5.1 Eugène Charles Catalan (18141894)
Catalanin luvut ovat saaneet nimensä belgialaisen matemaatikon Eugène Charles Cata-
lanin mukaan, vaikka hän ei ole lukujen ensimmäinen keksijä. Vuonna 1730 kiinalainen
matemaatikko Antu Ming keksi Catalanin luvut tutkiessaan geometrisiä malleja. Ming
kuitenkin kirjoitti julkaisunsa luvuista kiinaksi. Näin ollen hänen löytönsä ei ollut tunnet-
tu länsimaissa, joten vuonna 1751 sveitsiläinen matemaatikko ja fyysikko Leonhard Euler
kirjoitti omat julkaisunsa Catalanin luvuista tutkiessaan konveksien monikulmioiden kol-
miointia. Catalan kirjoitti omat julkaisunsa luvuista vasta vuonna 1838.
Eugène Catalan syntyi 30. toukokuuta vuonna 1814 Belgian Bruggessa. Eugènen olles-
sa noin 11-vuotias perhe muutti Pariisiin, jossa Eugène opiskeli École Polytechniquessa.
Vuonna 1838 kaksi Catalanin artikkelia, Note sur un Problème de combinaisons ja No-
te sur une Équation aux diﬀérences ﬁnies, julkaistiin Journal de Mathématiques Pures et
Appliquéessa. Näistä jälkimmäinen sisälsi Catalanin luvut. Catalan valmistui tohtoriksi
vuonna 1841.
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Catalan työskenteli matematiikan professorina Collège de Chalonssur-Marnessa ja tä-
män jälkeen Collège Charlemagnessa. Vuonna 1849 hän siirtyi opettamaan Lycée Saint
Louiseen ja vuonna 1865 Catalan aloitti analyysin professorina Liègen yliopistossa Bel-
giassa.
Catalan julkaisi uransa aikana kaksi kirjaa, Èlements de Geometriè (1843) ja Notions
d'astronomie (1860), ja näiden lisäksi lukuisia artikkeleita muun muassa matemaattises-
ta analyysistä, todennäköisyyslaskennasta ja geometriasta. Catalan menehtyi keuhkokuu-
meeseen 14. helmikuuta vuonna 1894.
5.2 Catalanin lukujen määritelmä
Tässä aliluvussa annan tarkan määritelmän Catalanin luvuille. Catalanin lukuja merki-
tään Cn ja ne kertovat erilaisten laskentaongelmien mahdollisten ratkaisujen lukumäärän.
Catalanin luvut voidaan määritellä kahdella yhtäpitävällä tavalla.
Määritelmä 5.1.
Cn =
1
n+ 1
(
2n
n
)
=
(2n)!
(n+ 1)!n!
,
kun n ≥ 0.
Määritelmä 5.2.
Cn =
(
2n
n
)
−
(
2n
n− 1
)
,
kun n ≥ 0.
Huomautus 5.3. Erityisesti C0 = 1.
Esimerkki 5.4. Määritelmän 5.1 mukaisesti laskettuna ensimmäiset Catalanin luvut ovat
C0 =
(2 · 0)!
(0 + 1)!0!
= 1,
C1 =
(2 · 1)!
(1 + 1)!1!
= 1
ja
C2 =
(2 · 2)!
(2 + 1)!2!
= 2.
Esimerkki 5.5. Taulukossa 5.1 on esitetty Catalanin lukujen Cn arvot, kun 0 ≤ n ≤ 10.
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n Cn
0 1
1 1
2 2
3 5
4 14
5 42
6 132
7 429
8 1430
9 4862
10 16796
Taulukko 5.1: Catalanin lukuja Cn
5.3 Generoiva funktio Catalanin luvuille
Samoin kuin Stirlingin luvuille ja Bellin luvuille, on myös Catalanin luvuille olemassa
rekursiokaavoja. Catalanin luvut toteuttavat muun muassa seuraavan rekursiokaavan, tätä
en kuitenkaan todista.
Lause 5.6. Catalanin luvut toteuttavat seuraavan rekursiokaavan
Cn+1 =
n∑
k=0
CkCn−k, C0 = 1.
Lisäksi Catalanin luvuille on myös mahdollista määritellä generoiva funktio seuraa-
vasti.
Lause 5.7. Generoiva funktio Catalanin luvuille on
C(x) =
∞∑
n=0
Cnx
n
= 1 + C1x+ C2x
2 + C3x
3 + C4x
4 + C5x
5 + . . .
= 1 + x+ 2x2 + 5x3 + 14x4 + 42x5 + . . .
Catalanin lukujen toteuttama generoiva funktio voidaan kirjoittaa myös muodossa
C(x) = 1 + xC(x)2,
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joka saadaan summaamalla kaksi edellistä rekursiokaavaa. Sijoittelemalla termit uudelleen
saadaan
xC(x)2 − C(x) + 1 = 0.
Toisen asteen yhtälön ratkaisukaavaa käyttämällä saadaan
C(x) =
1±√1− 4x
2x
.
Itseasiassa näistä kelpaa vain miinusmerkillinen muoto, sillä muuten x:n potenssien
kertoimet generoivassa funktiossa C(x) olisivat kaikki negatiivisia. Tahdomme kuitenkin
C(x):n olevan generoiva funktio Catalanin luvuille, jotka ovat positiivisia kokonaislukuja.
Näin saamme Catalanin lukujen generoivan funktion lopullisen muodon
C(x) =
1−√1− 4x
2x
.
Todistus. Todistetaan seuraavaksi lause 5.7 tarkemmin. Kertomalla lauseen 5.6 mukais-
ta rekursiokaavaa xn:llä ja summaamalla n = 0:sta äärettömään, saadaan vasemmalle
puolelle muoto
∞∑
n=0
Cn+1x
n =
C(x)− 1
x
.
Vastaavasti kertomalla saadaan oikealle puolelle muoto
C(x)− 1
x
= C(x)2.
Kuten edellä, tämä voidaan myös kirjoittaa muodossa
xC(x)2 − C(x) + 1 = 0,
joka voidaan ratkaista toisen asteen yhtälön ratkaisukaavan avulla ja saadaan
C(x) =
1±√1− 4x
2x
.
Nyt on enää päätettävä neliöjuurilausekkeelle oikea merkki. Jos valitaan plus-merkin,
niin saadaan, että
1 + (1− 2x+ . . . )
2x
=
1
x
− 1 + . . . .
Tällöin luvut olisivat negatiivisia ja Catalanin luvut kuitenkin ovat aina positiivisia.
Näin ollen on valittava miinus-merkki, jolloin saadaan, että
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1− (1− 2x+ . . . )
2x
= 1 + . . .
kuten haluttiin.
5.4 Catalanin kolmio
Catalanin kolmiosta on olemassa useampi eri tulkinta, tässä tutkielmassa esittelen näis-
tä kaksi. Ensimmäisen tulkinnan mukaan Catalanin kolmion luvut voidaan määritellä
luvuille C(n, k) seuraavasti.
Määritelmä 5.8. Catalanin kolmiossa luvut C(n, k) on määritelty seuraavasti
C(n, k) =
(n+ k)!(n− k + 1)
k!(n+ 1)!
,
missä 0 ≤ n ≤ k.
k
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1
1 1 1
2 1 2 2
3 1 3 5 5
n 4 1 4 9 14 14
5 1 5 14 28 42 42
6 1 6 20 48 90 132 132
7 1 7 27 75 165 297 429 429
8 1 8 35 110 275 572 1001 1430 1430
Taulukko 5.2: Catalanin kolmio luvuille C(n, k)
Tässä Catalanin kolmiossa jokainen alkio on yläpuolellaan sekä ylhäällä viistosti va-
semmalla olevien alkioiden summa. Myös jokaisen rivin summa on sama kuin seuraavan
rivin viimeisin alkio ja Catalanin luku Cn.
Esimerkki 5.9. Esimerkiksi alkio C(4, 1) = C(3, 0) + C(3, 1) = 1 + 3 = 4.
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Vuonna 1976 L. W. Shapiro Howardin yliopistosta Washington D.C.:stä esitti toisen
tulkinnan Catalanin kolmiolle. Hän määritteli kolmion luvuille B(n, r).
Määritelmä 5.10. Catalanin kolmiossa numerot B(n,r) on määritelty seuraavasti
B(n, r) =

1, jos r = 1 = n,
B(n− 1, r − 1) + 2B(n− 1, r) +B(n− 1, r + 1), jos 1 ≤ r ≤ n,
0, muulloin,
missä n ≥ 1.
Esimerkki 5.11. Määritelmän 5.10 mukaisesti
B(1, 1) = 1
ja
B(2, 1) = B(2− 1, 1− 1) + 2B(2− 1, 1) +B(2− 1, 1 + 1)
= B(1, 0) + 2B(1, 1) +B(1, 2)
= B(1, 0) + 2B(1, 1) +B(0, 1) + 2B(0, 2) +B(0, 3)
= 0 + 2 · 1 + 0 + 2 · 0 + 0
= 2.
Koska luku B(1, 1) on kokonaisluku, seuraa määritelmän 5.10 rekursiivisuudesta, että
luvut B(n, r) ovat aina kokonaislukuja. Lukujen B(n, r) rekursiivisen määritelmän avul-
la voidaan muodostaa Catalanin kolmio. Taulukon 5.3 mukaisesta Catalanin kolmiosta
Catalanin luvut löytyvät ensimmäisestä sarakkeesta, joten B(n, 1) = Cn.
r
1 2 3 4 5 6
1 1
2 2 1
3 5 4 1
n 4 14 14 6 1
5 42 48 27 8 1
6 132 165 110 44 10 1
Taulukko 5.3: Catalanin kolmio luvuille B(n, r)
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Määritelmä 5.12.
Cn = B(n, 1) = B(n− 1, 1− 1) + 2B(n− 1, 1) +B(n− 1, 1 + 1)
= B(n− 1, 0) + 2B(n− 1, 1) +B(n− 1, 2)
= 0 + 2B(n− 1, 1) +B(n− 1, 2)
= 2Cn−1 +B(n− 1, 2).
5.5 Catalanin lukujen sovelluksia
Tässä aliluvussa esittelen muutamia Catalanin lukujen useista sovelluksista.
5.5.1 Catalanin sulkuongelma
Tässä luvussa käsittelemme Catalanin sulkuongelmaa. Tässä ongelmassa ajatuksena on
suluttaa n + 1 alkiota n parilla sulkuja. Tulisi siis löytää luku Pn oikein sulutettuja
lausekkeita, jotka voidaan muodostaa n parilla sulkuja. Tässä n ≥ 0. Esimerkiksi lauseke
((ab)(cd)) on oikein sulutettu, kun taas lauseke )(ab)((cd) ei ole oikein sulutettu.
Esimerkki 5.13. Jos sulkupareja on n = 0 kappaletta, ei sulkulauseketta voida muodos-
taa, joten P0 = 0.
Jos sulkupareja on n = 1 kappaletta, voidaan ne suluttaa täsmälleen yhdellä tavalla oi-
kein (). Näin ollen P1 = 1. Jos sulkupareja on n = 2 kappaletta, voidaan sulkulauseke
muodostaa kahdella tavalla ()() tai (()), joten P2 = 2. Jos sulkupareja on n = 3 kappalet-
ta, voidaan sulkulauseke muodostaa viidellä tavalla ()()(), (()()), (())(), ()(()) tai ((())),
siis P3 = 5. Vastavasti jos sulkupareja on n = 4 kappaletta voidaan lauseke suluttaa 14
eri tavalla, joten P4 = 14.
Huomaamme, että P1 = C1 = 1, P2 = C2 = 2, P3 = C3 = 5 ja P4 = C4 = 41. Näin
ollen mahdolliset erilaiset sulutuksien määrät n parilla sulkuja saadaan Catalanin luvusta
Cn.
Voimme johtaa rekursiivisen laskentakaavan luvuille Pn. Ensinnäkin huomataan, että
P0 = 1 = P1, joten oletetaan, että n ≥ 2. Valitaan i siten, että 0 ≤ i ≤ n−1. Ensimmäiset
i paria sulkuja voidaan suluttaa oikein Pi tavalla. Jäljelle jää siis n− i− 1 paria sulkuja
ja nämä voidaan suluttaa Pn−i−1 eri tavalla. Tuloperiaatteen nojalla saadaan siis, että on
PiPn−i−1 mahdollista tapaa järjestää sulut. Tämä pitää paikkansa jokaisella i:n arvolla,
joten summaperiaatteen nojalla saadaan, että
Pn =
n−1∑
i=0
PiPn−i−1. (5.14)
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Kuten edellä huomattiin, luvut Pn vastaavat lukuja Cn, joten siis myös Catalanin luvut
toteuttavat siis kaavan 5.14 mukaisen rekursion.
5.5.2 Catalanin luvut ja Pascalin kolmio
Catalanin luvut voidaan löytää Pascalin kolmiosta usealla eri tavalla. Ilmeisin tapa laskea
Catalanin lukuja Cn Pascalin kolmiosta on käyttää rivien keskimmäisiä binomikertoimia,
nämä kertoimet on tummenettu taulukossa 5.4. Määritelmän 5.1 mukaisesti Catalanin
luvut ovat muotoa Cn = 1n+1
(
2n
n
)
, joten näin ollen keskimmäinen binomikerroin jaetaan
luvulla n+ 1.
Esimerkki 5.15. Lasketaan Catalanin luku C4 Pascalin kolmion avulla edellisen mukai-
sesti. Valitsemme rivin kahdeksan keskimmäisen binimikertoimen, sillä
(
8
4
)
= 70, ja tämän
jälkeen laskemme 70
4+1
= 14.
Toinen tapa laskea Catalanin luvut Cn Pascalin kolmiosta on jakaa keskimmäisen bi-
nomikertoimen oikean- tai vasemmanpuolimmainen (taulukossa 5.4 nämä luvut on kursi-
voitu) luku rivinumeron puolikkaan puolikkaalla.
Esimerkki 5.16. C4 =
1
4
(
8
3
)
= 1
4
· 56 = 14.
Määritelmän 5.2 mukaisesti Catalanin luvut voidaan esittää myös muodossa Cn =(
2n
n
)− ( 2n
n−1
)
. Näin ollen Pascalin kolmiosta Catalanin luvut voidaan laskea myös käyttä-
mällä sekä keskimmäisiä binomikertoimia (tummennetut luvut) ja niiden vasemman tai
oikean puoleisia lukuja (kursivoidut luvut).
Esimerkki 5.17. C4 =
(
8
4
)− (8
3
)
= 70− 56 = 14.
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
Taulukko 5.4: Pascalin kolmion rivit 0-8
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5.5.3 Monikulmion jakamisongelma
Leonhard Euler esitti vuonna 1751 ongelman monikulmion jakamisesta kolmioiksi. Eulerin
esittämässä ongelmassa etsitään mahdollisia tapoja Tn, missä n ≥ 3, joilla kupera n-
kulmio voidaan osittaa kolmioiksi piirtämällä monikulmion sisään lävistäjiä, jotka eivät
leikkaa toisiaan. Huomioitavaa on myös, että lävistäjien tulee kulkea monikulmion sisällä,
eivätkä ne saa olla monikulmion sivuja.
Esimerkki 5.18. Esimerkiksi jos n = 3, eli kyseessä on kolmio, voidaan se jakaa kol-
mioiksi tasan yhdellä tavalla. Näin ollen Tn = 1, samoin kuin C1 = 1.
Jos n = 4 on kyseessä nelikulmio. Nelikulmioon voimme piirtää lävistäjän tasan kahdella
eri tavalla, joten T4 = 2 samoin kuin C2 = 2.
Vastaavasti jos n = 5, voidaan lävistäjät piirtää viidellä eri tavalla, joten T5 = 5 samoin
kuin C3 = 5.
Kuva 5.1: Lävistäjät n-kulmiolle, kun 3 ≤ n ≤ 6
Tästä voimme päätellä, että mahdollisten lävistäjien lukumäärä on aina n− 3 kappa-
letta. Lisäksi lävistäjien lukumäärä vastaa aina Catalanin lukua Cn−2. Euler määritteli
luvut Tn seuraavasti.
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Määritelmä 5.19.
Tn =
2 · 6 · 10 · · · · · (4n− 10)
(n− 1)! ,
kun n ≥ 3.
Tämä Eulerin määritelmä kuitenkin soveltuu vain tilanteisiin, jossa n ≥ 3. Voimme
kuitenkin laajentaa tätä määritelmää sisältämään myös tapaukset, joissa n = 0, 1, 2. Täl-
löin saamme seuraavan määritelmän luvuille Tn.
Määritelmä 5.20. Olkoon k = n− 3.
Tk+3 =
2 · 6 · 10 · · · · · (4k + 2)
(k + 2)!
,
kun k ≥ 0.
Kuten aiemmasta esimerkistä 5.18 totesimme, on T3 = C1 = 1, T4 = C2 = 2 ja
T5 = C3 = 5. Voimme siis määritellä, että Cn = Tk+2, jolloin saamme Catalanin luvuille
seuraavan määritelmän.
Määritelmä 5.21.
Cn =
2 · 6 · 10 · · · · · (4n− 2)
(n+ 1)!
,
kun n ≥ 1.
Tämä voidaan kirjoittaa myös seuraavassa muodossa.
Lause 5.22.
Cn =
4n− 2
n+ 1
· 2 · 6 · 10 · · · · · (4n− 6)
n!
=
4n− 2
n+ 1
Cn−1.
Näin olemme johtaneet yhden rekursiokaavan Catalanin luvuille. Euler esitteli moni-
kulmion jakamisongelman myös unkarilaiselle matemaatikolle ja fyysikolle Johann Andreas
von Segnerille, joka julkaisi 1761 oman rekursiokaavansa luvuille Tn, missä n ≥ 3.
Segnerin ratkaisussa merkitsemme kuperan monikulmion kärkiä kirjaimillaA1, A2, . . . , An,
missä n ≥ 3. Olkoot 1 < k < n. Tällöin kolmio 4A1AkAn jakaa n-kulmion kahteen pie-
nempään monikulmioon. Jos 3 ≤ k ≤ n − 2, niin saamme oikealle puolelle k-kulmion,
jonka kärkinä ovat A1, A2, . . . , Ak ja vasemmalle puolelle (n−k+1)-kulmion, jonka kärki-
nä ovat Ak, Ak+1, . . . , An. Toisaalta jos k = 2, niin oikealle puolelle ei jää monikulmiota,
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mutta vasemmalle puolelle jää (n− 1)-kulmio. Tapaus k = n− 1 johtaa samankaltaiseen
tulokseen.
k-kulmio voidaan jakaa kolmioihin Tk eri tavalla ja (n− k + 1)-kulmio voidaan jakaa
kolmioihin Tn−k+1 tavalla. Tuloperiaatteen nojalla on siis olemassa TnTn−k+1 erilaista ta-
paa jakaa n-kulmio, joka sisältää kolmion 4A1AkAn, kolmioiksi. Koska 2 ≤ k < n, niin
summaperiaatteen nojalla mahdollisia tapoja jakaa n-kulmio kolmioiksi on
Tn =
n−1∑
k=2
TkTn−k+1
= T2Tn−1 + T3Tn−2 + · · ·+ Tn−1T2,
kun n ≥ 3 ja olemme määritelleet, että T2 = 1.
Kuva 5.2: Segnerin rekursio
Koska Cn = Tn+2, niin tästä saamme Segnerin rekursiokaavan Catalanin luvuille Cn.
Lause 5.23.
Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + · · ·+ Cn−1C0
= (C0, C1, . . . , Cn−1) · (Cn−1, Cn−2, . . . , C0),
missä piste ilmaisee kahden vektorin pistetuloa.
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Esimerkki 5.24.
C5 = (C0, C1, C2, C3, C4) · (C4, C3, C2, C1, C0)
= (1, 1, 2, 5, 14) · (14, 5, 2, 1, 1)
= 1 · 14 + 1 · 5 + 2 · 2 + 5 · 1 + 14 · 1
= 42.
5.5.4 Catalanin luvut, binääripuut ja polut
Catalanin luvuilla on olemassa myös useita sovelluksia erilaisille puille ja poluille, kuten
esimerkiksi binääripuille, aidoille binääripuille sekä hila- ja Dyck-poluille. Tässä luvussa
perehdymme näihin puihin ja polkuihin muutaman esimerkin avulla.
Binääripuut
Juurellinen binääripuu on järjestetty tietorakenne, joka muodostuu solmuista ja niiden vä-
lillä kulkevista kaarista. Juurellisessa binääripuussa yhtä puun solmuista kutsutaan juu-
reksi. Solmun yläpuolella olevia solmuja, joista kulkee kaari solmuun, kutsutaan sen van-
hemmiksi ja vastaavasti solmun alapuolella olevia solmuja, joihin siitä kulkee kaari, kut-
sutaan solmun lapsiksi. Juurellisessa binääripuussa jokaisella solmulla on enintään kaksi
lasta. Aito binääripuu on muuten vastaava kuin juurellinen binääripuu, mutta aidossa
binääripuussa jokaisella solmulla on joko nolla tai kaksi lasta.
Esimerkki 5.25. Jos binääripuussa on nolla solmua, on mahdollisia puita olemassa yksi
kappale (tyhjä puu).
Jos binääripuussa on yksi solmu (juuri) on mahdollisia erilaisia puita olemassa tasan yksi
kappale (puu, jossa on vain solmu).
Jos solmuja taas on kaksi, on mahdollisia binääripuita olemassa kaksi kappaletta (jälkim-
mäinen solmu voi lähteä juuresta joko oikealle tai vasemmalle puolelle).
Jos solmuja on kolme, mahdollisia puita on viisi kappaletta. Vastaavasti neljällä solmulla
mahdollisia puita on olemassa neljätoista kappaletta.
Tästä voimme tehdä seuraavan päätelmän.
Lause 5.26. n solmua sisältävien binääripuiden lukumäärä on Cn.
Tässä tutkielmassa emme todista tätä tulosta sen tarkemmin (ks. [5, s. 230231]).
Esimerkki 5.27. Jos aidossa binääripuussa on yksi solmu, on mahdollisia aitoja binää-
ripuita tällöin tasan yksi kappale (puu, jossa on ainoastaan juuri).
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Jos solmuja on kaksi, ei aitoa binääripuuta ole mahdollista muodostaa, sillä jokaisella sol-
mulla tulee olla nolla tai kaksi lasta.
Jos solmuja on kolme, on mahdollisia aitoja binääripuita taas vain yksi kappale.
Jos solmuja on neljä, mahdollisia aitoja binääripuita ei ole.
Viidellä solmulla mahdollisia täydellisiä binääripuita on kaksi kappaletta.
Tästä voimme taas tehdä seuraavan päätelmän.
Lause 5.28. n solmua sisältävien aitojen binääripuiden lukumäärä on Cn−1
2
kappaletta,
missä n on pariton kokonaisluku.
Sivuutamme myös tämän todistuksen (ks. [5, s. 232233]).
Hilapolut
Hilapolut (eng. lattice path) ovat kombinatoriikassa käytettyjä polkuja, joissa siirtymät
ovat mahdollisia vaaka- tai pystysuorassa. Hilapolku on jono pisteitä P0, P1, . . . , Pn, jossa
n ≥ 0 ja jokainen piste Pn kuvaa jotakin koordinaatiston pistettä (x, y). Havainnollistam-
me hilapolkuja seuraavan esimerkin avulla.
Esimerkki 5.29. Ajatellaan kaupunkia, joka on neliön muotoinen (kuten alla olevassa
kuvassa). Kaupungissa on n päätietä, jotka kulkevat länsi-itä suunnassa ja n katua, jotka
kulkevat etelä-pohjois suunnassa. Eräs turisti tahtoisi kulkea kaupungin laidalta (origo)
toiselle (piste (n, n)). Hän voi kulkea joko yhden korttelin itään (E) tai yhden korttelin
pohjoiseen (N).
- x
6
y
v
v
(n, n)
(0, 0)
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Ongelma on ratkaista, kuinka monta erilaista reittiä turistilla on valittavanaan. Täytyy
siis löytää kaikki mahdolliset hilapolut pisteestä (0, 0) pisteeseen (n, n). Jokainen mah-
dollinen reitti koostuu sanasta, joka sisältää n kappaletta siirtymiä E ja n kappaletta
siirtymiä N . Näin ollen kaikki mahdolliset reitit saadaan laskettua kaavalla (2n)!
n!n!
=
(
2n
n
)
(ks. [5, s. 259280]).
Dyck-polut
Dyck-polut ovat hilapolkuja vastaavia polkuja, jotka on nimetty matemaatikko Walther
Franz Anton von Dyckin (18561934) mukaan. Kun hilapoluissa sallittuja askeleita olivat
vaaka- ja pystysuuntaiset siirtymät, niin Dyck-poluissa sallittuja siirtymiä ovat ylä- ja
ala-viistoon oikealle kulkevat siirtymät.
Esimerkki 5.30. Alla olevassa kuvassa on kuvattu Dyck-polkujen sallitut siirtymät. Näi-
tä ovat siis siirtymät ala- ja yläviistoon. Ongelmana on, samoin kuin hilapolkujen tapauk-
sessa, löytää kaikki mahdolliset reitit aloituspisteestä (0, 0) haluttuun päätepisteeseen
(2n, 0) käyttämällä n alaviistoon kulkevaa siirtymää ja n yläviistoon kulkevaa siirtymää.
- x
6
y
v
v
v
v
(x+ 1, y + 1)
(x, y)
(x− 1, y − 1)
(0, 0)
 
 
 
 
@
@
@
@
On sallittua koskettaa x-akselia, mutta sitä ei saa ylittää. Pisteestä (x, y) voimme
liikkua ylöspäin pisteeseen (x+ 1, y + 1) tai alaspäin pisteeseen (x− 1, y − 1), kuten yllä
olevassa kuvassa on näytetty. Dyck-poluissa askeleina on siis (1, 1) ja (1,−1).
Mikäli käytettävissä on nolla ala- ja yläviistoon menevää siirtymää, on mahdollisia
polkuja nolla kappaletta. Jos siirtymiä taas on käytettävissä n = 1 kappaletta, voimme
liikkua kerran alaviistoon ja kerran yläviistoon, joten mahdollisia polkuja on tällöin yksi
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kappale.
Jos siirtymiä on n = 2 kappaletta, voidaan liikkua kahdesti alaviistoon ja kahdesti yläviis-
toon, näin ollen mahdollisia polkuja on kaksi erilaista. Näyttää siis siltä, että n siirtymällä
mahdollisia polkuja on Catalanin luvun Cn mukainen lukumäärä (ks. [5, s. 151189]).
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